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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo resaltar la relacion existente entre el
modelado de series temporales utilizado en Econometria y las técnicas habitualmen-
te empleadas en el ambito de la ingenieria denominado Procesado (o Tratamiento)
Digital de Sefiales. Una serie temporal es una sefial en tiempo discreto. Esta relacién
permite utilizar el amplio cuerpo de doctrina y de técnicas existentes en este tltimo
ambito para modelar, procesar, representar, predecir y, en general, extraer informa-
cién de las series temporales que aparecen habitualmente en economia. Un claro
ejemplo es el modelado de series temporales cortas para prediccién, problema impor-
tante en el &mbito econémico y al que se pueden aplicar procedimientos bien cono-
cidos dentro del Tratamiento Digital de Sefales, como los métodos basados en la
autoestructura de la matriz de autocorrelacién de la sefial (serie temporal).
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Abstract

The objective of this paper is to point out the relationship between the time
series modelling used in Econometrics and the techniques frequently used in Digital
Signal Processing. A time series is a discrete time signal. This relationship makes it
possible use the large body of knowledge and the high number of techniques of
application in this last area in order to model, process, represent, predict and in gen-
eral to extract information from the time series frecuently encountered in Economy.
A clear example is the short time series modelling applied to prediction, an impor-
tant problem in economy, and where well-known algorithms coming from the Digital
Signal Processing area may be applied: for instance, methods based on the eigen-
structure of the signal (time series) autocorrelation matrix.
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I. Introduccién

Una serie temporal en el 4mbito econémico se puede ver como una sefial en el
ambito del Procesado Digital de Sefiales. Cuando se trata de abordar su modelado,
puede resultar eficaz tratar de aplicar métodos avanzados de tratamiento digital de
sefiales. El soporte bésico para este tratamiento es tan sencillo como que una sefial
procesada digitalmente, es decir, con un tratamiento en tiempo discreto, no es otra
cosa que una serie temporal, representante de un proceso estoc4stico, con un atrac-
tivo afadido: el de poder utilizar el amplio cuerpo de doctrina existente en este cam-
po. Aparecen dos métodos fundamentales de modelado de dichas sefiales (series):
modelado en el dominio del tiempo y modelado en el dominio de la frecuencia [Pin-
telon 1999].

Partiendo de esta idea, este trabajo se plantea con un doble objetivo. En primer
lugar, se dard una visién general de los procedimientos empleados para el tratamien-
to que se propone de series temporales, con la intencién de que sirva como referen-
cia y marco general de trabajo para investigaciones posteriores. En segundo lugar, se
aplicaran esas ideas a los modelos lineales de series temporales.

El presente trabajo estd basado en la viabilidad de la aplicacién de algoritmos
avanzados de Procesado Digital de Sefiales al campo de la Economia, para el mode-
lado y prediccion de series econémicas, Esta viabilidad estd basada en el hecho de
que los modelos clasicos de prediccién, modelos ARMA, y también los ARIMA, sin
mas que diferenciar las veces necesarias, pueden considerarse, desde un punto de
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vista tedrico y préactico, como sistemas lineales invariantes en el tiempo, los denomi-
nados sistemas L.T.L. (linear-time-invariant).

La utilizacién de los sistemas L. T.I. es obligada debido a su necesidad para el ani-
lisis de las series temporales en el dominio de la frecuencia, analisis mucho més rico
en términos de interpretacion, pero necesitado de técnicas matemdticas méis com-
plejas.

I1. Sistemas en tiempo discreto y dualidad tiempo-frecuencia

En la presente seccién se hari una breve descripcion y caracterizacién de los sis-
temas en tiempo discreto y més concretamente, de los denominados sistemas lineales
e invariantes en el tiempo, (LTI, linear-time-invariant), en la dualidad de sus domi-
nios, esto es, en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia. En el domi-
nio del tiempo se hara referencia a la operacién de convolucién, que permite obte-
ner la salida de un sistema LTI a cualquier tipo de serie temporal de entrada, presen-
tdndose las ecuaciones en diferencias como un método alternativo para la descrip-
cién de la relacién entrada-salida de un sistema LTI. Los sistemas LTI que pueden
ser descritos o caracterizados mediante una ecuacién en diferencias lineal con coefi-
cientes constantes constituyen una parte muy importante de los sistemas LTI, tanto
desde el punto de vista tedrico como desde la perspectiva de las aplicaciones practi-
cas. Se describird también cémo se puede obtener la respuesta al impulso del sistema
a partir de la ecuacién en diferencias, cuya solucién se expresa como la suma de la
solucién homogénea, que representa la respuesta del sistema cuando la entrada es
cero, y la solucién particular que es la respuesta del sistema a una serie de entrada
particular. En el dominio de la frecuencia se procedera a resefiar los aspectos més
relevantes de las series de Fourier y de la transformada de Fourier de series tempora-
les, caracterizacion ésta en el dominio de la frecuencia, enunciando brevemente sus
principales propiedades. Se procederd también a caracterizar los sistemas en este
dominio a través de la denominada respuesta en frecuencia, analizando las caracte-
risticas del anilisis frecuencial de los sistemas LTI. Por dltimo, se procederd a definir
la autocorrelacién, resaltando sus principales propiedades y haciendo referencia a los
momentos estadisticos de las series temporales de entrada y salida de un sistema LTI.

IL.1. Sistemas en tiempo discreto

Un sistema en tiempo discreto, o simplemente un sistema discreto, puede enten-
derse como un algoritmo que realiza operaciones sobre series temporales; mas con-
cretamente, un sistema discreto opera sobre una serie de entrada x[n], para generar
otra serie temporal de salida y[n], denominada respuesta del sistema. En esta situa-
cién, se dice que x[n] es transformada por el sistema en y[n], relacién que se expresa
en forma general:
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y[n] = T(x[n]) (1)

donde el simbolo T representa la transformacién y desde un punto de vista mate-
matico no es mas que un operador.

Existen distintas maneras de caracterizar un sistema. Una de ellas, que se realiza
en el dominio del tiempo, es la descripcion entrada-salida.

La descripcion entrada-salida consiste en definir la relacion existente entre la
entrada y la salida de un sistema. En este sentido el sistema se comporta como una
“caja negra”, siendo su estructura interna desconocida o ignorada.

Se podria ilustrar con bastantes ejemplos que, en general, la salida de un sistema
en un instante de tiempo n = ny no depende exclusivamente de la entrada en el
instante considerado, sino también de los valores de la entrada anteriores y posterio-
res a ny. Para evitar este efecto “acumulativo” en el que la salida en un instante ng es
el resultado de combinar la entrada en el instante considerado y todas las que han
sido aplicadas anteriormente al sistema y poder asf, consecuentemente, determinar
univocamente su salida, y[n], n= ng se suele afiadir una condicién inicial que consis-
te en considerar que el sistema est4 inicialmente en reposo, o lo que es equivalente,
que el sistema estd en reposo en n=-o, con lo que se consigue que la salida y[n]
esté univocamente determinada por la entrada considerada.

En el andlisis de sistemas discretos resulta conveniente la clasificacién de los mis-
mos segln las propiedades generales que satisfagan, tanto es asi que las técnicas
matematicas a utilizar para el analisis de los sistemas dependeran de su clasificacién.

Atendiendo a distintos criterios o caracteristicas, los sistemas se clasifican en:

1.- Sistemas estdticos y sistemas dindmicos
Un sistema discreto es estatico o sin memoria cuando su salida en un instante

temporal cualquiera, n, depende exclusivamente de la muestra de entrada en ese
mismo instante y no de muestras de entrada pasadas o futuras. En caso contrario el
sistema serd dindmico o con memoria, pudiendo ser ésta finita o infinita.

2.- Sistemas invariantes en el tiempo y sistemas variantes en el tiempo
Si representamos el sistema mediante la transformacién T, serd invariante cuando:

x[n] — y[n] =>x[n-k] — y[n-k] (2)

para cualquier entrada y cualquier desplazamiento temporal k. En caso contrario
el sistema sera variante con el tiempo.

3.- Sistemas lineales y sistemas no lineales
Un sistema ser4 lineal si satisface el principio de superposicién que requiere, para

su cumplimiento, que la respuesta del sistema a una suma ponderada de series tem-
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porales de entrada sea igual a la misma suma ponderada de las salidas correspondien-
tes a cada una de las series de entrada. Esto es:

Tlaixi[n]+asx;[n]] = a; T[xi[n]]+a,T[xz2[n]]  V ay, a, x4[n], xz[n]  (3)

lo que pone de manifiesto las propiedades de homogeneidad y aditividad de un sis-
tema lineal. Cuando no cumple el principio de superposicion el sistema es no lineal.

4.- Sistemas causales y sistemas no causales
Un sistema discreto es causal si la salida del mismo en cualquier instante tempo-

ral, depende exclusivamente de las entradas pasadas y presentes pero no de las futu-
ras, es decir, la salida de un sistema causal verifica la siguiente ecuacion:

y[n] = F[ x[n], x[n-1], X[n-2]......] “4)
siendo F cualquier funcién. En caso contrario se dira que el sistema es no causal.
5.- Sistemas estables y sistemas no estables

Un sistema se denomina estable (BIBO, bounded input-bounded output ) siy solo si
toda entrada acotada produce una salida también acotada, esto es:

3 dos cotas My y M, tal que si |X[n]| <M, <, entonces |y[n]| <M, <

si por el contrario alguna entrada acotada produce una salida no acotada el siste-
ma es inestable.

IL.1. Anélisis en el dominio del tiempo de sistemas lineales e invariantes

Dos son los métodos para el andlisis de un sistema lineal en el dominio del tiem-
po. Un primer método consiste en la obtencién de la solucién de la ecuacion de
entrada-salida del sistema, que para el caso de los sistemas LTI descritos por ecua-
ciones en diferencias lineales de coeficientes constantes, adopta la forma:

yln]= -Eaky[n—k]+2bkx[n—k] (©)
k=1 k=0

que se deber4 resolver por los procedimientos habituales. Hay que tener en cuen-
ta que, ya que la definicién anterior corresponde a una ecuacién en diferencias, para
la definicién completa del sistema deben incluirse también las N condiciones inicia-
les, que serdn de la forma:

yIngl =cq, ylng-11=cy, ... ,y[ng-N+1]=cy 4 (6)
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La ecuacién (6) es valida tanto para sistemas no recursivos, esto es, sistemas cuya
salida en un instante determinado no depende de los valores anteriores de su salida,
como para el caso de sistemas recursivos cuya salida en el instante considerado
depende también de los valores pasados de la salida del mismo.

Puede demostrarse que un sistema descrito por la ecuacién en diferencias (6) es
lineal e invariante en el tiempo si cumple la condicién de reposo inicial. Esta condi-
cién establece que si la entrada x[n] =0 para todo n<n,, entonces la salida y[n] =0
para todo n<n,.

El segundo método de anilisis de un sistema lineal consiste, basicamente, en la
descomposicién de la serie de entrada en una suma ponderada de impulsos unitarios
d[n-k], series temporales elementales definidas asi:

1 =0
6[n] _ para n (7)
0 para n=0

donde k representa el retraso del citado impulso. En consecuencia la serie de
entrada puede expresarse en la forma:

+00

xin]= Y x[k]o[n-k] ®)

k= -

es decir, como una suma ponderada de impulsos unitarios desplazados.
Si representamos la respuesta del sistema a un impulso unitario en el instante
n = k, como h[n,k], esto es:

h[n,k] = T(8[n-k]) con -0 <k < +00 )

la respuesta del sistema a cualquier serie temporal de entrada se expresa:

+00 +00

yIn]=T| ¥ x[k]o[n-k]|= Six[k]T[a[n-k]]= Y x[k]h[nk] (10

k= - k= - k= -

lo que es clara consecuencia del principio de superposicién de los sistemas linea-
les. Si ademaés el sistema es invariante en el tiempo, que es el caso que nos ocupa, la
expresion anterior se simplifica quedando reducida a:

oo
yinl= > x[k]h [n-K] (11)
K= -

Esta dltima expresién, que se conoce con el nombre de convolucién, pone de
manifiesto que un sistema LTI queda caracterizado en su totalidad, en el dominio del
tiempo, por su respuesta al impulso unitario, esto es, por h[n]. En lo que sigue deno-
taremos la operacién de convolucién con un asterisco, con lo que se puede escribir:
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+00

yInl = x[n]*h[n]= ¥ x[k]h [n-k] (12)

k= -

Un sistema LTI serd causal si y sélo si su respuesta al impulso es O para valores
negativos de n con lo que la convolucién para este tipo de sistemas se puede expresar:

yInl= Y h{k]x [n-k] (16)
k=0

Cualquier aplicacién en tiempo real exige causalidad, puesto que no se dispone
de los valores futuros de la serie de entrada.

En cuanto a la estabilidad de un sistema y sus implicaciones sobre las caracteristi-
cas del mismo, Gnicamente resaltaremos que un sistema LTI serd estable si cumple la
condicién necesaria y suficiente de que su respuesta al impulso sea absolutamente
sumable, esto es:

+00

D [blic] < +e (17
k=-o
lo cual exige que h[n] tienda a cero cuando n tienda a infinito, lo que a su vez
implica que cualquier entrada de duracién finita produzca una respuesta de amplitud
decreciente y que tienda a anularse con el tiempo.
Para terminar este apartado haremos una subdivisién de los sistemas LTI en:

1.- Sistemas con respuesta impulsiva finita (FIR, finite-duration impulse-response),
que son aquellos que tienen respuesta al impulso cero fuera de un intervalo finito, en
este caso:

hn]=0, n<0 y n=M (18)
con lo que la convolucién se expresarfa:
M-1
y[nl= Y h{k]x [n-K] (19)
k=0

y en esta situacién el sistema se comporta como una ventana que sélo deja ver las
M muestras mas recientes de la serie de entrada, despreciando todas las muestras
anteriores, por lo que se dice que un sistema FIR tiene una memoria finita de M
muestras.

2.- Sistemas con respuesta impulsiva infinita (IIR, infinite-duration impulse-respon-
se), cuya salida de acuerdo con la convolucién se expresaria:

+00
yin]= Y h[k]x [n-K] (20)
k=0
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Se podria demostrar facilmente que una condicién necesaria y suficiente de esta-
bilidad de un sistema IIR causal, descrito mediante una ecuacién en diferencias line-
al de coeficientes constantes, es que todas las raices de su polinomio caracteristico
sean, en médulo, menores que uno.

IL.2. Analisis de sistemas lineales invariantes en el tiempo en el dominio de la
frecuencia

Se puede realizar también el anlisis de los sistemas LTI en el dominio de Ia fre-
cuencia. En esta situacion, las series de entrada y de salida del sistema se representan
mediante sinusoides o exponenciales complejas (transformada y desarrollo en serie
de Fourier de las series temporales aperiddicas o periddicas, respectivamente). Las
secuencias sinusoidales y exponenciales complejas son especialmente importantes
para representar series temporales debido a su cardcter de autofunciones de un siste-
ma LTI lo que implica que la respuesta a una entrada sinusoidal es también sinusoi-
dal de igual frecuencia que la entrada y de amplitud y fase determinadas por el siste-
ma. Para proceder al anilisis de los sistemas LTI en el dominio de la frecuencia es
necesario, previamente, representar las series temporales en este dominio.

Recordaremos aqui brevemente la transformada de Fourier como representacion
de series temporales en el dominio de la frecuencia. Es basicamente una descomposi-
cién de las series temporales en exponenciales complejas. Con esta descomposicién
se dice que la serie temporal esta representada en el dominio de la frecuencia. La
Transformada de Fourier de una serie temporal aperiddica de energfa finita se define
asi:

o
X(w)= Y x[n]e” 21)
b

siendo w = 2mtf, con lo que conseguimos una descomposicién de x[n] en sus
componentes en frecuencia. X(w) es periddica de periodo 27, lo que se comprueba
de manera inmediata:

© %

X (w+27k) = ;ox[n] exp(—j(w + 27rk)n) = =zmx[n] exp(-jwn)exp(-j27kn) =

) (22)
- 2xlnJexpl-jon) = X(0) @2

n=-0

Esto tiene como consecuencia que para representar en el dominio de la frecuen-
cia cualquier serie temporal en tiempo discreto basta un intervalo de frecuencias de
(-m,m] o de (0, 2x], lo que a su vez se deriva del hecho de que dos sinusoides en
tiempo discreto cuyas frecuencias estdn separadas un miltiplo entero de 27 son
iguales.
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La convergencia de la transformada de Fourier y por tanto su existencia, esta
garantizada por la condicién suficiente de que la serie temporal x[n] sea absoluta-
mente sumable, es decir:

. 2
Shxln] <o (23)
n=o
La relacién entre la energia de la serie temporal y X() se denomina relacién de
Parseval y se expresa asf:

A
E~= ZﬁX(w] dw (24)

El espectro X(w), en el caso mds general, es una funcién compleja de la frecuen-
cia (w=2mnf), presentando simetrfa par en el caso de series temporales reales, por lo
cual en ese caso el intervalo de frecuencias puede limitarse a la mitad del periodo
(0,]. La descripcién de la serie temporal en el dominio de la frecuencia queda garan-
tizada con su espectro en el mencionado intervalo.

Como en Fisica, el término espectro se emplea para referirse al contenido en fre-
cuencia de una serie temporal. El proceso de obtencién tedrica del espectro de una
serie temporal, utilizando herramientas matematicas, se denomina andlisis espectral.
El proceso de estimacién del espectro de una serie temporal en la practica se deno-
mina estimacién espectral.

La posibilidad de representacién de una serie temporal en el dominio del tiempo
o en el dominio de la frecuencia es lo que hace surgir una dualidad en el modelado
de la misma: modelado en el dominio del tiempo y modelado en el dominio de la fre-
cuencia. El elegir uno u otro dependera de que los objetivos que se pretenden sean,
desde un punto de vista operativo, mas facilmente alcanzables.

Un ejemplo muy claro de esta dualidad nos lo proporciona un modelo autorregre-
sivo (AR). En el dominio del tiempo el modelo AR se representa mediante la ecua-

cién [Makhoul1975a]:

2n]- —Zaii[n-i} Guln] (25)

es decir, el valor en un instante n es una combinacién lineal de L valores pasados
mas un ruido blanco u[n] multiplicado por un factor de ganancia G. Los coeficientes
de dicha combinacién lineal se calculan minimizando el error e definido mediante la
expresion:

e = Elleln] |- £[| 0] -300] ] a9

donde [n] es una combinacién lineal de L muestras anteriores:
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Tn--Sa -] @

y E[-] representa el operador esperanza matemética. En términos de la autocorre-
lacién!, definida como:

I, [k] = E[x[n]x[n + k]] (28)

esto es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones de Yule-Walker [Kay

1988a]:
Ra=r (29)

Donde R representa la matriz de correlacion definida por:

r.fo] o [-1] . oo [F@-1)
rxx'[l] rxx.[O] rxx[—('L-2)]

. : . : (30)
rXX[I;—l] rXX[L-z] rxx‘[O]
y los vectores a y r definidos por:
a=[a,,a,,....a, (31)
r=[r, [0}t [ [L-1]] (32)

son respectivamente los coeficientes del modelo AR y el vector de autocorrela-
cién. Segilin esto, es necesario conocer la matriz de correlacién para obtener los
pardmetros que definen el modelo, lo cual implica a su vez, un conocimiento exacto
de estadisticos de segundo orden de la serie temporal. En la préctica, dado que dicho
conocimiento no es posible, lo que se hace es utilizar estimadores para la autocorre-
lacién. Dos son los estimadores més utilizados. El primero de ellos, definido por:

N-Jk|-1
" [k]=ﬁ Zox[n]x [n+k] (33)

" En al campo de Procesado Digital de Sefales, es habitual eliminar la media de la serie bajo estudio, con
lo que las definiciones de matriz de correlacién y de covarianza coinciden. Si no fuera asf, en la definicién de
matriz de covarianza debe extraerse la media. Adicionalmente, en la definicién de esas matrices, se asume que
el proceso estocastico bajo estudio es estacionario en sentido amplio en el tramo de serie bajo estudio, y en par-
ticular que la varianza en dicho tramo puede asumirse constante.
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es insesgado (es decir, su esperanza coincide con la autocorrelacién tedrica) y el
segundo, sesgado, definido como:

1 N-[k|-1
kf=— k 34
r[k] N gx[n]x[nﬂ |] (34)
para valores de k, 0 < \k| < N -1. Ambos estimadores son una aproximacién de
la siguiente expresion para la autocorrelacion:
e k= tim | Sk x [n+k] (39)
® M= 2M +1 “,

supuesto que el proceso aleatorio es ergddico en la autocorrelacién (el valor de la
autocorrelacion definido por (35) converge con probabilidad 1 a la autocorrelacién
del proceso). Conviene observar como esta expresion pone de manifiesto el efecto
del ndmero de puntos utilizados para la estimacién.

Pero el modelo AR puede representarse también en el dominio de la frecuencia
[Makhoul 1975b]. En esta situacién se estima el espectro S, (w) de la serie en estu-
dio por una funcién con sélo polos:

G2
S (@)= — (36)
‘A(exp(]w))‘
donde el error a minimizar es:
e G }—d (7)
2.7-[ XX (a)

Makhoul demuestra [Makhoul 1975b], que esto equivale a resolver las mismas
ecuaciones de Yule-Walker, pero con la autocorrelacién definida por:

¢ (38)

f[m]= ﬁfsxx(w) exp (-jom) dw

T

pero por el teorema de Wiener-Khinchin [Marple 1987], (38) es igual a la fun-
cién de autocorrelacién definida anteriormente en (28). Queda claro asi que, ade-
mas de posible, es formalmente equivalente obtener las ecuaciones que definen los
pardametros del modelo AR ajustando en el dominio del tiempo o en el dominio de la
frecuencia. Este ejemplo, ademds, pone de manifiesto que si trabajamos en el domi-
nio de Ia frecuencia para la obtencién de la autocorrelacién, necesitamos estimar
S,., para lo cual seran de aplicacién técnicas de estimacién espectral que calculen de
forma fiable la densidad espectral de potencia. La estimacién espectral es por tanto
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una herramienta de modelado adecuada cuando se trabaja en el dominio de la fre-
cuencia.

Haciendo uso de la dualidad entre el dominio de la frecuencia y del tiempo se
podra hablar también de series limitadas en el tiempo si:

x[n]=0 n=N,yn=z=N, (39)

En general una serie de corta duracién tendrd un gran ancho de banda y una
serie de ancho de banda pequefio tendré una larga duracién.
Algunas propiedades de la Transformada de Fourier de especial importancia son:

1.- Teorema de convolucién

Si xi[n] < Xj(0) y xa2[n] «<—— X5(w)

entonces
x[n] = x;[n] * x2[n] <—— X;(0)Xs(w) (40)

Es decir, si convolucionamos dos series en el dominio del tiempo, estamos multi-
plicando sus espectros en el dominio de la frecuencia. Este teorema constituye una
potente herramienta en el anilisis de sistemas LTT.

2.- Teorema de Wiener-Khintchine
Sea 1, [l] la funcién de autocorrelacién de un proceso aleatorio estacionario en
sentido amplio. Entonces:

I[l] < Six(®) (41)

lo que evidencia que la densidad espectral de un proceso aleatorio real es la
transformada de Fourier de su funcién de autocorrelacién, con lo que la funcién de
autocorrelacion y su densidad espectral contienen idéntica informacién sobre el pro-
ceso, aunque ninguna de estas dos funciones nos informa sobre la fase, con lo cual
resulta imposible reconstruir de manera univoca la serie a partir de una cualquiera

de ellas.
3.- Teorema de Parseval

Si x;[n] <= X;(w) y x,[n] < X,(w), entonces

N\ . L .
2 x,[n]x;[n]= Y X, (0)X3 () do (42)
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en el caso particularmente importante en que x;[n] = x,[n] = x[n] se obtendria:

E, = ﬁf_ﬂnsxx (a)) do (43)

donde E, es la energia de la serie.

Se procede como parte Gltima de este apartado a desarrollar las caracteristicas en
el dominio de la frecuencia de los sistemas LTI. Las series basicas que se utilizaran
como entrada del sistema en este desarrollo seran las exponenciales complejas o fun-
ciones sinusoidales, aunque la metodologia que se desarrollara serd también de apli-
cacién a otras series aperiédicas que pueden expresarse como una superposicién de
exponenciales complejas. Como se ha comentado anteriormente, la salida de cual-
quier sistema LTT se puede expresar utilizando la convolucién como:

~ Sh[K]x [n-k] (44)

En esta relacién entrada-salida, el sistema lineal e invariante queda totalmente
caracterizado, en el dominio del tiempo, por su respuesta al impulso unidad, como se
ha comentado con anterioridad. Para obtener una caracterizacion del sistema en el
dominio de la frecuencia se excita el mismo con una exponencial compleja, esto es,
con una serie de la forma:

x[n] :Aej“’” (45)

donde A es cualquier amplitud y w cualquier fase del intervalo fundamental
(-mt,7]. Sustituyendo en la expresion de y[n] se obtiene:

y[n]= EAh jof Eh eIk | gl (46)

en esta expresion, lo que aparece entre corchetes es una funcién de la frecuencia
que denotaremos como H(w) y que no es otra cosa que la transformada de Fourier
de la respuesta al impulso del sistema:

H(w)= Y h[k]e™™* 47)

k= -
Obviamente, H(w) existe si el sistema es estable BIBO, esto es, si E |h[k] <+
Con todo esto, la respuesta del sistema se expresarfa:

yinl- AH (0)e™ (48)

con lo que se llega a la conclusién de que la respuesta del sistema a una entrada
exponencial compleja es la misma exponencial compleja modificada, Gnicamente,
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por el factor multiplicativo H(w), por lo que se puede concluir que la exponencial
compleja es una autofuncién del sistema LTI ( una autofuncién de un sistema es una
serie de entrada que produce una serie de salida idéntica salvo un factor multiplicati-
vo constante) y el factor multiplicativo, H(w), es el autovalor de dicho sistema
estando evaluado en la misma frecuencia que la entrada. H(w) es, en general, una
funcién compleja de la variable frecuencia w, que en forma polar se expresa:

H(o) = | H(w) | (49)

siendo |H(w)| su médulo y ©(w) el desplazamiento en fase a la frecuencia w
provocada por el sistema sobre la serie de entrada.

Por otro lado, y a la vista de su expresion, H(w) es la transformada de Fourier de
la respuesta al impulso del sistema, h[k], lo que implica que es una funcién periédica
de periodo 2mt. h[k] y H(w) estdn también relacionados mediante la expresién de la
transformada inversa:

h(k)= ﬁ :f; H(w)e'*dw (50)

Para un sistema LTI con respuesta al impulso real, las funciones médulo y fase de
H(w), presentan propiedades de simetria, siendo el médulo funcién par de w y la
fase funcién impar de w. Por lo tanto, si conocemos el médulo y la fase de H(w) en el
intervalo (0,], también los conoceremos en el intervalo (-7,0].

De todo esto puede concluirse que H(w), o de forma equivalente su médulo y su
fase, caracterizan totalmente al sistema frente a una entrada sinusoidal de frecuencia
arbitraria. H(w) define, por tanto, la respuesta del sistema en el dominio de la fre-
cuencia y se denomina respuesta en frecuencia del sistema y |H(w)| y ©(w), respec-
tivamente, respuesta en mddulo y fase del sistema.

Si la entrada del sistema es una combinacién lineal de sinusoides, resulta trivial
determinar su salida sin més que usar el principio de superposicion. Esto es, si la
entrada es de la forma:

L
x[n]= ZAicos(a)i + ¢, ), con —® <1 < +% (51)

siendo {A;} y {¢;} las amplitudes y fases de las sinusoides, la respuesta del siste-
ma es:

L
y[n] = E A[H(w,)lcos[w, + ¢, + O(w,)] (52)
=0
Dependiendo de la respuesta en frecuencia, sinusoides de diferentes frecuencias
se veran afectadas de distinta manera por el sistema, pudiendo verse amplificadas,
atenuadas e incluso suprimidas, lo que permite ver un sistema LTI como un filtro
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que impide que sinusoides de ciertas frecuencias lleguen a la salida. Si la serie de
entrada del sistema es aperiddica, el teorema de convolucién, ya resefiado, permite
obtener la relacién en el dominio de Ia frecuencia para determinar la salida del siste-
ma. Asi, si denotamos por x[n] e y[n] la entrada y salida del sistema respectivamen-
te y por h[n] su respuesta al impulso, se tiene que:

Y(0)=H(0)X(w) (53)

donde Y(w), H(w) y X(w) son las respectivas transformadas de Fourier de y[n],
h[n] y x[n]. Esta relacién evidencia que el espectro de la serie de salida es igual al
espectro de la serie de entrada multiplicado por la respuesta en frecuencia del sistema.

El siguiente esquema muestra las relaciones entre la entrada y la salida de un sis-
tema, tanto en el dominio del tiempo como en el dominio de la frecuencia, para sis-

temas LTI estables BIBO:

LTI
X[n] entrada h[n] salida y[n]= h[n]* X[n]
X() Y(w)=HoX (@)
A continuacion, se pasard a describir brevemente la relacién entre la funcién de

transferencia y la respuesta en frecuencia de un sistema.
Se define la transformada Z de una serie x[n] como:

X S xn]z" (549)

H(a))

siendo, ROC = Jge Clr, <J Z| < rz} la regién de convergencia de X(z). Si se

expresa la variable compleja z en forma polar:

z=re" (55)

sustituyendo z dentro de la regién de convergencia de X(z), obtenemos para la
transformada Z de la serie la siguiente expresién:
X@)|,-"= D [x[n]r"]e" (55)
de donde se deduce que X(z) se puede considerar como la transformada de Fou-
rier de la secuencia x[n]rn. Si X(z) converge para |z| =1:

+00

X@)|,-&= Y x[n]e’” (56)
n= -
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de donde se desprende que la transformada de Fourier de la serie o secuencia no
es otra cosa que su transformada Z evaluada sobre la circunferencia unidad. Si dicha
circunferencia unidad no estd contenida en la regién de convergencia de X(z), la
transformada de Fourier, X(w), no existe. Para que exista la transformada Z de la
serie es condicién necesaria que la secuencia {X[n]r‘n} sea absolutamente sumable
para algtn valor de 1, es decir:

+00

>

n= -

x[n] r™

<+00 (57

si esto se cumple solamente para r>r,>1, existe la transformada Z pero no la
transformada de Fourier de la serie.

En resumen, para que exista la transformada Z de la serie se requiere que se satis-
faga la condicién necesaria anterior para alguna regién del plano z. Si dicha region
contiene a la circunferencia unidad existe la transformada X(w). Sin embargo la
existencia de transformada de Fourier para series de energia finita no garantiza la
existencia de transformada Z.

Ya se ha explicado que en el dominio del tiempo, la salida de un sistema LTI para
una serie de entrada x[n] se puede obtener como la convolucién de dicha entrada
con la respuesta al impulso del sistema. La propiedad de convolucién de la transfor-
mada Z permite expresar esta relacién en la forma:

Y(2)=H(2)X(z) (58)
Donde Y(z) es la transformada Z de la serie temporal de salida, X(z) es la trans-

formada Z de la serie temporal de entrada y H(z) es la transformada Z de la respuesta
al impulso del sistema, es decir:

H(z= Y h[n]z" (59)
con lo que:
_Y()
H(z)= X() (60)

H(z) se denomina funcién de transferencia del sistema y lo caracteriza totalmen-
te en un nuevo dominio, el dominio z, siendo esta caracterizacién totalmente equi-
valente a la que se hace en el dominio del tiempo a través de h[n]. La relacion de
H(z) como cociente entre Y(z) y X(z) es especialmente ttil cuando se describe el
sistema mediante una ecuacién en diferencias lineal con coeficientes constantes,
esto es, si:

N M
yInl=- Ya,y [n-k]+ ¥ b,x [n-k] 61)
k=1 k=0
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En esta situacion, calculando la transformada Z a ambos lados y aplicando la pro-
piedad de desplazamiento temporal, se llega a que:

jébkz* (62)

H(z)=———

&
1+ Zakz
=1

lo que evidencia un resultado tan importante como que un sistema LTI descrito
por una ecuacion en diferencias lineal con coeficientes constantes posee una funcién
de transferencia racional. Esta tltima expresién pone de manifiesto que existen dos
clases de sistemas LTI especialmente importantes. Si a, =0, 1=sk<N esto implica que:

M M
H(z)=2bkz'k = ZLMz)bkzM-k (63)

En este caso H(z) contiene M ceros cuyos valores estdn determinados por los
pardmetros {b, } del sistema y M polos triviales en z=0, y se denomina sistema todo
ceros. Obviamente, un sistema de estas caracteristicas tiene una respuesta al impulso
de duracién finita (FIR, finite impulse response) y se denomina sistema FIR o sistema
de media mévil (MA).

En la segunda situacion si by=0, 1=k=M la funcién de transferencia del sistema
queda de Ia forma:

N
_ b, B b,z .
H(Z) N =N , Ao

1+ Zakz'k zalkzN'k
=1 =

en cuyo caso la funcién de transferencia H(z) contiene N polos cuyos valores
estan determinados por los parametros del sistema {a, } y un cero de orden N, trivial,
en el origen z=0. Consecuentemente, H(z) sélo contiene polos no triviales y el siste-
ma se denomina todo polos cuya presencia hace que la respuesta al impulso sea de
duracién infinita o sistema IIR (IIR, infinite impulse response), o sistema autorregresi-
vo (AR). En su forma general, H(z) contiene tanto polos como ceros y el sistema
correspondiente se denomina sistema polo-cero (ARMA).

En el caso de que H(z) sea una funcién racional nos quedaria para la respuesta
en frecuencia la expresion:

(64)

. (w) ibke’j‘”k ﬁ (1 - zke'j‘”)

R L
1+Ea eI H(l—pke'”’)
k=1 k=1

donde {a,} y {b,} son reales pero {z,} y {p,} pueden ser complejos.
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A veces resulta interesante expresar el médulo al cuadrado de H(w) en términos
de H(z), para lo cual:

|H ()] = H)H'(-0) (66)

Para funciones de transferencia racionales:

[T(-zc")

H'(0)=b, 40— (©7)
[1(1-pie™)
k=1

y como para una funcién de transferencia racional:

i
“ ]j(l—piZ)

1

se sigue que H*((o) se obtiene calculando H* (—*) sobre la circunferencia uni-
dad. Cuando h[n] es real o de forma equivalente %ak} y {by} son reales, pueden
aparecer pares de polos y ceros complejos conjugados. En esta situacién,
(LY —1y(.- ke
H ?) =H(z'1), con lo que H (w) =H(-w) y consecuentemente:

|H (@) = H(w)H (0)= H()H(-0)=H@H(E )|, (69)

De acuerdo con el teorema de correlacion para la transformada Z, H(z)H(z'1) es
la transformada Z de la autocorrelacién, {r;(m)}, de la respuesta al impulso del sis-
tema de donde, por el teorema de Wiener-Khintchine, se sigue que |H(w)|?2 es la
transformada de Fourier de {ry;(m) }.

Terminaremos este breve apunte de las relaciones entre la funcién de transferen-
cia y la respuesta en frecuencia con la observacién de que, conocida H(z), es inme-
diato calcular H(z'!) y consecuentemente |H(w)|2. Sin embargo el problema inver-
so, determinar H(z) conocida |H(w)|?2, no es inmediato debido a que |H(w)]|2no
contiene informacién acerca de la fase de H(w), lo que hace imposible la determina-
cién univoca de H(z).

I1.3. Correlacién de series temporales. Espectros y funciones de correlacion
La correlacién, sin entrar en contenidos estadisticos sobradamente conocidos, al
igual que la convolucién, puede verse como una operacién matematica definida para
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un par de series temporales, pero su objetivo es el de cuantificar el grado de asocia-
cién lineal o el “parecido o similitud estadistica” existente entre las dos series tempo-
rales con el fin de extraer informacién.

Dada una sefal x[n], se obtiene la autocorrelacién de x[n], definida mediante la
secuencia:

r[l]= Ex[n] x [n-1] (70)

Como habitualmente se trabaja con series temporales de duracién finita es usual
expresar la correlacién y la autocorrelacién como sumatorios finitos.
N-[k|-1
rxx[1]= Ex[n] X [n - l] (71)
nei
donde i=1, k=0 para I= 0, e i=0, k=I para 1<0. Se puede demostrar facilmente
que:

| 1] ] = 1:[0] (72)

lo que significa que la autocorrelacién es una secuencia que alcanza su valor
méximo para el retardo 1=0.
Como ya se ha mencionado,

73
T [1]7rxx[-1] (73)

de donde se deduce que la autocorrelacién es una funcién par y consecuente-
mente es suficiente calcular r [1] para Iz 0. En el caso de que x[n] e y[n] sean dos
series periddicas, de periodo N cada una de ellas, las expresiones de la autocorrela-

cién se reducen a
N-1

1
rxx[l]zﬁgx[n] X [n— l] (84)

n=0

De gran interés es la obtencion de relaciones entrada-salida para sistemas LTI en
términos de la correlacién. Supongamos que una serie x[n] de autocorrelacién cono-
cida r.(I) se aplica a la entrada de un sistema con respuesta al impulso h[n], lo que
produce una salida en el mismo

y[n]=h[n] * x[n]= Eh[k] x [n-k] (85)
k= -
La correlacién entre las series de entrada y salida es
ry[ 1=y (1] * x[-1]=h[1] * [x[1] * x[-1]] (86)
de donde
Tyx[1]=h[1] * 1 [1] (87)
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con lo que la correlacién entre la entrada y la salida de un sistema viene dada por
la convolucién entre la respuesta al impulso del sistema y la autocorrelacion de la
serie de entrada. Es decir, podemos considerar la correlacién r,,[l] como la salida de
un sistema LTI con entrada r[l]. La autocorrelacién de la serie de salida puede
expresarse, utilizando las mismas propiedades de la convolucién como

Tyy[1]= rpn[1] * 1xx[1] (88)

teniendo en cuenta que la autocorrelacién de la respuesta al impulso de un siste-
ma existe si dicho sistema es estable, sin més que considerar [=0 se obtiene

1yy[0]= Erhh [k] Lix [k] (89)
K= -0

lo que nos proporciona la energia o la potencia de la serie en términos de las
autocorrelaciones.

De las expresiones anteriores para la autocorrelacién de la salida y la correlacién
de la entrada y salida de un sistema LTI en las que aparece una convolucién, sin més
que calcular la transformada Z de estas ecuaciones se tiene

Syy(z):Shh(Z)SXX(Z):H(Z)H(Z'1)SXX(Z) (90)
y calculando esta tltima sobre la circunferencia unidad (z=ei%) se convierte en
Syx(0)=H(w)Sxx(w) (91)

donde S (w) es la densidad espectral de energfa cruzada entre x[n] e y[n]. Ana-
logamente, calculando S (z) sobre la circunferencia unidad se obtiene la densidad
espectral de energia de salida

Syy()=|H (@) Sw(w) (92)

donde S, (w) es la densidad espectral de la serie de entrada. Dado que r,[l] y
S,y(w) son un par de transformadas de Fourier:

17 "
il S, 0k do 93)
La energia total de la serie de salida es
1 T
B o [8,,(w) do=r,[0] (94)

A continuacién se hace un desarrollo paralelo pero utilizando los momentos esta-
disticos de la entrada y de salida de un sistema LTI, consideradas como representan-
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tes de procesos estocésticos con el fin de relacionar sus caracteristicas estadisticas. Si
suponemos los procesos estocasticos de entrada y salida estacionarios, el valor espe-

rado de la salida y[n] es

m,=E[y[n]]=E[ ih[k]x [n-k]1= ih[k] E [x[n-k]] = m, ih[k] (95)

k= - k= - )

Partiendo de la relacién de la transformada de Fourier

H(w)= Eh[n] gk (96)
k= -o
se tiene oo
H(0)= E h[n] ©7)
k=-0

con lo que podemos expresar m, como
m,-m, H(0) (98)

La autocorrelacién del proceso de salida es

Yo [m]=E[y " [n]y[n-+m]] = E| ¥ h[k]x"[n-k] Eh x[n+m-j]|=

~ =, (99)
E Eh k]h [ ] n+m- J] E Eh k]h yxx k _]+1’1’1]
k= - j= - k= - j= -

que es la expresién de la autocorrelacion de salida en términos de la autocorrela-
cién de entrada y de Ia respuesta al impulso del sistema. Una forma particularmente
interesante de esta tltima expresién aparece cuando el proceso de entrada es ruido
blanco, en cuyo caso m,=0, y,[m]= 6[m], siendo =y, [0], en cuyo caso queda
para y,,[m] la expresién

Yolm] = o7 > h[kJh[k +m] (100)
k= -o0

La relacién encontrada para v, [m] puede trasladarse al dominio de la frecuen-
cia, calculando la densidad espectral de potencia de yyy[m], esto es

Syy(w)= iyyy[m]e_jwm: E [2 Eh Yxx k l+M] glom=

e Kl oot | (101)

k= -0 1= - m= -0 k= -00 ]= -0

E Eh kJn[1] nyx [k-1+m]e J“’m] Xx(m)[zh i -Ewh[l]e'j“"]—|H(w}ZSxx(w)
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que es la relacién para la densidad espectral de potencia del proceso de salida en
términos de la densidad espectral de potencia del proceso de entrada y de la respues-
ta en frecuencia del sistema. Para terminar determinaremos la correlaciéon cruzada
de la salida y la entrada. Para ello partimos de la expresién de la convolucién

y[nl= Y h[kJx[n-k] (102)
k= -0

multiplicando ambos lados por x[n-m] y calculando la esperanza se obtiene:

E[y[n}x'[n-m]]-E k:E:h[k]x*[n ml[n-k]|  (109)

es decir,
vulml= Y h{KE[x [n-m]x[n-k]] = Y[kl [m-k] (104)

Dado que hemos obtenido una convolucién, la expresién equivalente en el domi-
nio de la frecuencia es

Syx(w)=H(w)S (w) (105)

I1.4. Sistemas lineales e invariantes en el tiempo como filtros selectivos en
frecuencia

El objetivo del presente apartado es el andlisis comparativo de la formulacién de
los modelos estocésticos univariantes de series temporales en el campo del procesado
digital de sefiales, y compara brevemente dicha formulacién con la habitual en el
ambito econémico. Para ello se formularan, autorregresivos y los modelos mixtos
autorregresivos-medias méviles, todos ellos procesos estocésticos discretos, teniendo
en cuenta que su estudio responde a la necesidad, en ambos campos, de poder efec-
tuar predicciones futuras a partir de la serie temporal observada.

La secuencia de datos x[n] serd considerada como la salida de un sistema LTI
causal excitado por un proceso de ruido blanco.Ya se ha explicado que en el dominio
del tiempo, la salida de un sistema LTI para una serie de entrada w[n] se puede obte-
ner como la convolucién de dicha entrada con la respuesta al impulso del sistema.
La propiedad de convolucién de la transformada Z permite expresar esta relacién en
la forma:

X(2)=H(z)W(2) (106)

donde X(z) es la transformada Z de la serie temporal de salida, W (z) es la trans-
formada Z del ruido blanco de entrada, H(z) es la transformada Z de la respuesta al
impulso del sistema, es decir:
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H(z)= +Eh[n]z'“ (107)
con lo que: _
_X()
H(z)= W(Z) (108)

H(z) es la funcién de transferencia del sistema y caracteriza a dicho sistema en
un nuevo dominio, el dominio Z, siendo esta caracterizacién equivalente a la que se
hace en el dominio del tiempo a través de h[n]. La relacién de H(z) como cociente
entre X(z) y W(z) es especialmente dtil cuando se describe el sistema mediante una
ecuacién en diferencias lineal con coeficientes constantes, esto es, si:

x[n]=- Y a,a[n-k]+ Y bw[n-k] (109)
k=1 k=0

En esta situacién, calculando la transformada Z a ambos lados y aplicando la pro-
piedad de desplazamiento temporal, se obtiene:

b q
X@)=- YaX(zp"* + Yy b, W(z)g* (110)
k=1 k=0
b q
X(@)|1+ Y a,z* |=W(z) D bz* (111)
k=1 k=0

X(2) Ebkz’k

k=0 (112)

= b
W(Z) 1+ E az*

k=1

Ebkz’k

H(z)=—%C——

1+ E az"

k=1

(113)

lo que evidencia un resultado tan importante como que un sistema LTI descrito
por una ecuacién en diferencias lineal con coeficientes constantes posee una funcién
de transferencia racional. Esta tltima expresién pone de manifiesto que existen cla-
ses de sistemas LTI causales basicos especialmente importantes.

Modelos de medias méviles, MA(q)
Si a,= 0, I=k=p implica que:
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q 1 q
H(z):Ebkz' —Ebkz (114)
k=0

q
z k=0

En este caso, H(z) contiene q ceros cuyos valores estdn determinados por los
parametros {b,} del sistema y q polos triviales en z=0, y se denomina sistema todos
ceros. Obviamente, un sistema de estas caracteristicas tiene una respuesta al impulso
de duracién finita (FIR, finite impulse response) y se denomina sistema FIR o sistema
de media mévil (MA).

Modelos autorregresivos, AR(p)
En la segunda situacion si b,=0, 1<ks=q, la funcién de transferencia del sistema
queda de la forma:

p
H(z)= pbo == by ap=1

-k p-k
1+ E az E az
k=1 k=0

en cuyo caso la funcién de transferencia H(z) contiene p polos cuyos valores
estdn determinados por los pardmetros del sistema {a; } y un cero de orden p, trivial,
en el origen z=0. Consecuentemente, H(z) s6lo contiene polos no triviales y el siste-
ma se denomina sélo polos, cuya presencia hace que la respuesta al impulso de este
tipo de sistemas sea de duracién infinita o sistema IIR (infinite impulse response), o
sistema autorregresivo.

(115)

Modelos mixtos medias méviles-autorregresivos, ARMA (p,q)

En su forma general, H(z) contiene tanto polos como ceros y al sistema corres-
pondiente se le denomina sistema polo-cero (ARMA). Es bien sabido que Ia funcién
de transferencia de un modelo ARMA (p,q) en términos de los operadores de retardo
se expresa como

1-6,L-6,L” —....-6 L
l-gL-¢,L* —....-¢ L

comparando esta expresiéon con la funcién de transferencia obtenida anterior-

mente
2 b, z’k

H(z)=—"— (117)

1+Zakz
=1

dentro del contexto de procesado digital de sefales, resulta obvia la correspon-
dencia entre ambos tipos de formulacién: el orden de cada retardo coincide con la
correspondiente potencia negativa de z. Asi por ejemplo, si nos situamos en el caso
particularmente sencillo de un modelo MA (1)

(116)
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y=u-01u (118)
0 en forma equivalente

y=01(L)u, (119)
siendo

61(L)=1—61L (120)

en la notacién seguida en el presente trabajo (124) se expresaria

y[n]=u[n]- 6,u[n-1] (121)

Calculando en (125) la transformada Z y haciendo uso de su propiedad respecto
al desplazamiento temporal se obtiene

Y(2)=U(z)(1-6,z") (122)

con lo que

() _ H(z)=1-0,7"

U(z) (123)
resultando que
ambito econémico procesado digital de sefal
0,(L)=1-6,L H(z)=1-0,z"
Si se considera ahora un modelo ARMA (2,1):
YEQ1Y ety tu-0ru (124)
que en la notacién utilizada se expresarfa como
y[n]=¢1y[n-1]+¢2y[n-2]+u[n]-6,u[n-1] (125)

Calculando la transformada Z y haciendo uso de la propiedad de la misma res-
pecto al desplazamiento temporal se obtiene:

Y(2) = 0:Y(2)z'+$:,Y(2)2*+U(2)-6,U(z)z" (126)
o de forma equivalente

Y(2)(1-012" -9z H)=U(2)(1-0,2"") (127)
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con lo que la funcién de transferencia quedaria

7Y(z)_ 1-(912'1
MU g -0 "

Utilizando los operadores de retardo:

da(L)y=01(Lyu, (129)

o de forma equivalente:
(1-g1 L-oL?)y=(1-8, L)u, (130)
(1-6r) _6(L) (131)

N\ =
t (1'¢1L'¢2L2) t ¢2(L) t
Resumiendo, para un modelo ARMA (2,1)
ambito econémico procesado digital de sefial
(1-6,L) 6,(L) (z) 1-6,z"
U= u, = ] 2
(1-L-9,L°) ' (L) (z) 1-¢z" -9,z

H(z)
7)=
U

Estos dos simples ejemplos sirven para ilustrar el anélisis comparativo entre las
dos formulaciones.

I11. Conclusiones

El presente trabajo se ha centrado en resaltar la relacién existente entre el mode-
lado de series temporales utilizado en Econometria y las técnicas habitualmente
empleadas en el dmbito de la ingenierfa denominado Procesado (o Tratamiento)
Digital de Sefales. Una serie temporal es completamente equivalente a una sefial en
tiempo discreto, es decir, a una serie de valores separados un intervalo temporal con-
creto... Esta relacion permite utilizar el amplio cuerpo de doctrina y de técnicas exis-
tentes en el Tratamiento Digital de Sefiales para modelar, procesar, representat, pre-
decir y en general extraer informacién de las series temporales que aparecen habi-
tualmente en economia. Un claro ejemplo es el modelado de series temporales cor-
tas, para prediccién, problema importante en el 4mbito econémico y al que se pue-
den aplicar procedimientos bien conocidos dentro del Tratamiento Digital de Sefa-
les, como los métodos basados en la autoestructura de la matriz de autocorrelacion
de la senal (serie temporal).
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