Los caminos
del pensamiento
matematico

L]
<

ué busca el matematico? La aventura
matematica se puede concebir como un intento
de descubrir y dominar racionalmente las diversas
estructuras que el mundo real presenta a la
consideracion de la mente bumana. Con el nimero
dominamos la multiplicidad. Con la geometria
dominamos el espacio. Y con la conjunciéon de
ambos el hombre logré obtener hace varios
miles de afos, y en diversas culturas muy
diferentes (mesopotamicas, célticas,
precolombinas...), una serie de notables triunfos
en su tarea de desentrafar uno de los mundos
que mas le fascinaron: el mundo de los astros.
La simbiosis de astronomia y astrologia, presente
especialmente en los pueblos mesopotamicos,
constituyd una fuerte motivacion para esta
primera rama de la matemdtica aplicada.
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Los caminos del pensamiento matematico

Matematicas, la ciencia de la estructura

D ESDE que el hombre se percaté de
que el universo se deja explorar y dominar por la razén matematizante,
este ha sido el patron de desarrollo de la matematica. Alguien fija su
mirada en ciertos aspectos complejos de la realidad y percibe modos de
exploracion conceptual y de manipulacién simbolica hasta entonces jné-
ditos que proporcionan un cierto dominio de tal realidad. Se ha creado ¢l
germen de una nueva teorfa matematica,

Por mucho tiempo la matematica se definid como k& ciencia de It
cantidad y la extension. Esta vision correspondia efectivamente a un estadio
en que las estructuras abordadas matematicamente eran las de la multipli-
cidad y el espacio antes mencionadas. En el siglo XVII el ambiente cienti-
fico estaba preparado para abordar matematicamente el estudio del
cambio y de la cuantificacién de la causalidad fisica, Newton y Leibniz
crearon el instrumento para estudiar estas nuevas estructuras: ¢ el
infinitesimal. El terreno estaba abonado gracias a la presencia previa del
lgebra, de la idea de funcion y, desde el punto de vista fisico, merced a la
existencia de instrumentos de medida del tiempo, del espacio, y de otras
magnitudes, mucho més adecuados que hasta entonces. Lo que nacio
entre confusion y brumas fue revelandose, a lo largo de los siglos poste-
riores hasta la actualidad, como el instrumento conceptual mis poderoso
para lograr el dominio efectivo de la realidad fisica.

La experiencia matematica:
ciencia, arte y juego

EL matematico busca desvelar las es-
tructuras profundas del mundo real y de otros muchos que su mente es
capaz de imaginar. Pero en el camino encuentra un gran namero de dadi-
vas afiadidas en las que tal vez no pensd en absoluto al emprenderlo. La
matematica es, ciertamente, una ciencia, precisamente la primera histéri-
camente en constituirse como tal. Es también una poderosa herramienta
para penetrar en los secretos de la realidad, dominando lo mas profundo
de sus estructuras. Pero la matematica es, al mismo tiempo, una actividad



creadora de belleza, es decir es un arte, y por otra parte también participa
muy intensamente de las caracteristicas especificas de los juegos que los
hombres cultivan para su propio placer.

Que la matematica sea arte y juego tal vez pueda sonar paradéjico en
los ofdos de muchos, pero, mirando a la historia de las matematicas y a la
comunidad de matematicos de cualquier época, creo firmemente que se
puede afirmar que el sentido estético y el placer ludico han sido dos de las
componentes mas fuertemente influyentes en el quehacer de los matema-
ticos. El matematico es, entre los cientificos, quien més cerca se encuen-
tra del artista.

¢En qué consiste la belleza de las matematicas? Por una parte, en el
orden intelectual que ante hechos aparentemente inconexos comienza a
aparecer. Como un paisaje desde lo alto de una montafia que se va desve-
lando de la bruma que lo cubria. Todo el objeto contemplado aparece
invadido de un sentido de unidad.

Otro elemento estético a menudo en la creacién matematica consiste
en la posibilidad de una contemplacion descansada ¢ inmediata de una ver-
dad profunda, inesperada y llena de implicaciones. En realidad, el mate-
matico no considera haber entendido verdaderamente un hecho matemético
mientras no llega a poder hacerlo presente en su mente de esta forma
inmediata, unitaria y descansada,

Otro tipo de goce matematico se produce como resultado de una
ampliacion de perspectivas con la que de una vision parcial se llega a la
contemplacion total de un objeto mucho mas esplendoroso, en el que
nuestra vision inicial queda englobada ocupando su lugar justo. Como el
arquedlogo que va desvelando con paciencia las estructuras grandiosas de
un templo primitivo sepultado en la tierra. Como ejemplo de este tipo de
belleza matematica se puede citar la intensa aventura del espiritu huma-
no, a través de muchos siglos de esfuerzo, para ir ampliando la idea de
nimero, a medida que surgian nuevos retos de complejidad creciente en
sus estructuras matematicas. Desde el mero contar analogico, mediante
muescas, del hombre primitivo hasta la refinada filigrana del nimero
complejo conseguida en los comienzos del siglo XIX, el espiritu humano
ha vivido una de sus més apasionantes aventuras intelectuales colectivas.

Por su parte el juego ha sido desde antiguo y sigue siendo en la actua-
lidad un importantisimo motor de la actividad matematica. En el juego,
entre los puentes de Koenigsberg, naci6 la topologfa por obra del mate-
matico aleman Euler en el siglo XVIIL
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En torno a las apuestas vino al mundo la teorfa de la probabilidad en
un intercambio de correspondencia entre los matematicos franceses Pas-
cal y Fermat en el siglo XVIL Y el pensamiento ladico sigue siendo en la
actualidad un fuerte estimulo para la creacién de nuevas teorfas matema-
ticas que, a corto o largo plazo, demuestran ser mucho menos superficia-
les y mucho mas llenas de implicaciones profundas y de aplicaciones
interesantes de lo que a primera vista uno podria estar tentado a juzgar.

La irrazonable efectividad
del pensamiento matematico

CQpE misterio es éste? El matematico
observa unas cuantas estructuras del mundo real que se prestan, a traves
de una fuerte abstraccion, es decir mediante una fuerte mutilacion, a la
manipulacién conceptual y simbolica que es la matematica. Elabora des-
pués un mundo de ficcion en gran parte guiado por su propio sentido
estetico. Y finalmente se encuentra, enorme sorpresa, con que la realidad
concreta se adapta plenamente a sus elucubraciones mentales. Algo asi
como si, después de que un amigo me hubiera contado unos pocos deta-
lles de la vida de otra persona, me dedicara a escribir una novela completa
basada en ellos y me encontrara al final que la vida de esa persona coinci-
de hasta en sus més minimos detalles con los que en mi novela aparecen.
Esta es la sensacion que los cientificos de todos los tiempos han experi-
mentado, comenzando por los viejos pitagoricos que, maravillados por
esta coincidencia del mundo real con el mundo mental que ellos creaban,
no pudieron dejar de exclamar extasiados que el universo entero es armonta
y nimero.

En nuestros dias esta sensacion ha sido certeramente expresada por E.
P. Wigner, premio Nobel de Fisica: «El milagro de la adecuacion de la
matematica para la formulacion de las leyes fisicas es un don maravilloso
que ni entendemos ni merecemos. Deberiamos mostramos agradecidos
por &l y esperar que seguira siendo valido en la investigacion futura y que
se extendera, para bien o para mal, para placer nuestro aunque también
tal vez para nuestra perplejidad, a ramas mas amplias del saber.

En la ciencia antigua y moderna, el campo de aplicacion por antono-
masia del pensamiento matematico fue durante mucho tiempo la ciencia



fisica. Hoy dfa sin embargo la matematica va penetrando todos los 4mbi-
tos de las ciencias, incluidas las ciencias sociales y humanas, como la
economia, la psicologia, la lingiiistica,... a medida que el matematico se
ha ido enfrentando con el problema de la creacién de nuevas herramien-
tas que se adapten a las estructuras peculiares de tales ciencias. Nuestra
medicina, por ejemplo, en sus modernos métodos de exploracién no in-
trusiva hace un intenso uso de los resultados del anlisis de Fourier, y en
el estudio profundo de los problemas relativos al extrafio equilibrio que
reina en nuestro organismo entre orden y caos comienza a aprovecharse
del desarrollo espectacular que en nuestros dfas esta experimentando la
teorfa de los sistemas dindmicos.

El ordenador: ¢Una revoluciéon cientifica?

La aparicion del telescopio trajo consi-
go una verdadera revolucion cientifica. Esquemas enteros del pensamien-
to clentifico vigentes hasta el momento hubieron de ser reemplazados
por otros nuevos. La invencion, mas tarde, del microscopio introdujo una
remodelacion parecida en otros campos. Telescopio y microscopio ve-
nian a perfeccionar tan solo las herramientas de observacion del hombre.
La irrupcion del ordenador en el siglo XX como instrumento auzxiliar del
pensamiento humano esta introduciendo una revolucion mucho mas drasti-
cay profunda, no solo por los cambios més o menos superficiales que en
nuestra forma de vivir se estan operando, sino sobre todo por las transfor-
maciones que comportan en lo que se refiere a lo mas especifico de nuestro
set humano, la capacidad de pensar. La superioridad para la observaciéon
del sistema hombre-microscopio sobre el hombre con sus ojos desnudos
es ciertamente notable, pero probablemente resultari insignificante com-
parandola con la superioridad para ciertos aspectos importantes de la
actividad mental del sistema hombre-ordenador sobre el hombre despro-
visto de este instrumento, sobre todo cuando con el avance de la tecnolo-
gla se logre una interaccion mucho més comoda y fluida entre el hombre
y su méquina. Cuando en su futuro proximo el médico, por ejemplo, o
bien el economista pueda incorporar a su dinamismo mental el sistema
experto habilmente programado de forma tan natural como ahora se cala
sus gafas para tener una vision mas nitida de los problemas con que se
enfrenta, su capacidad de tomar una decision acertada en la mayor parte
de los casos ser4 extraordinariamente superior a la actual.

Wi

Miguel de Guzman

(o)
(e}




84

tematico

Los caminos del pensamiento ma

En el mundo de las matematicas el impacto profundo de la presencia
del ordenador ya ha comenzado a hacerse notar. Desde hace mas de un
siglo los matematicos han estado luchando con un problema-juego apa-
rentemente superficial, e/ problema de los cuatro colores. {Cuantos colores
son suficientes para colorear cualquier mapa plano adecuadamente? Ade-
cuadamente quiere decir que dos paises con un trozo de frontera comiin
deben recibir distinto color. Los esfuerzos de los matematicos de unas
cuantas generaciones habian resultado infructuosos. Se sabia que cinco
colores bastaban y que tres colores no eran suficientes. En 1976 dos mate-
maticos de la Universidad de Illinois, demostraron, mediante el uso inte-
ligente del otdenador, que cuatro colores bastan. Hasta el momento no se
conoce ninguna demostracion que se pueda llevar a cabo por la mente
humana sin el apoyo del ordenador. Para muchos esto representa un avance
fundamental en el pensamiento matematico. Otros constatan no sin cier-
ta nostalgia que este tipo de evidencia esta muy lejos de ser tan satisfacto-
ria como la de las matematicas de siempre.

Lo que es cierto es que la presencia del ordenador estd modificando
la forma misma de construir las matematicas. Con su capacidad de calcu-
lo rapido, con su versatilidad para ayudar al cerebro humano en las opera-
ciones 1ogicas, con el acercamiento visual y grafico que es capaz de
proporcionar a problemas enormemente intrincados, el ordenador actual,
y mucho mas el que se prevé en un futuro inmediato, va a ir haciendo
evolucionar el panorama de la matematica de formas hasta ahora insos-
pechadas.

Grandeza y miseria de la matematica

La grandeza de la matematica se hace
bien patente ante cualquiera que observe la historia de la ciencia y de la
tecnologia. Los logros obtenidos gracias al desarrollo de la matematica
son de tal magnitud, y muy especialmente en nuestro siglo, que a veces
nos pueden hacer olvidar las limitaciones profundas del pensamiento ma-
tematico que proviene, al igual que su potencia, de lo mas hondo de su
naturaleza, El éxito de la matematica se debe a que es una mutilacion de la
realidad, una abstraccion. A través de ella dominamos ciertos aspectos de
la realidad, pero no la realidad misma en su totalidad. Podemos sentir la



tentacion de pensar que tenemos el pleno seforio de ella con nuestra
construccién que, sin embargo, es potente en muchas ocasiones precisa-
mente porque ha dejado fuera de consideracion aspectos que pueden
resultar enormemente importantes para el hombre como tal. Como decia
en 1921 Ludwig Wittgenstein en su Tractatus Logico-Philosophicus: «Senti-
mos que incluso cuando todos los posibles problemas de las ciencias de la
naturaleza hayan sido resueltos, nuestros problemas vitales no han sido
tocados en absoluto. Por supuesto que entonces no queda ninguna pre-
gunta ya; y precisamente ésta es la respuesta. La solucion del problema de
la vida se manifiesta con la desaparicion de este problema. ({No es éste el
motivo por el que las personas a quienes el sentido de la vida, tras largas
dudas, se les ha hecho claro, no pudieron decir en qué consistia este
sentido?). Existe ciertamente lo inexpresable. Se muestra. Es lo mistico».

Wittgenstein hablaba de este modo diez afios antes de que apareciese
demostrada bien palpablemente la limitacién interna del pensamiento
matematico a través del teorema de Goedel. En 1931 Kurt Goedel, otro
matematico austriaco, demostrd efectivamente que la esperanza, abrigada
durante largo tiempo, de fundamentar solidamente el edificio matemati-
co mediante una demostracion de que nunca aparecerian contradicciones
en su tejido l6gico, era un imposible. Tenemos que contentarnos con la
confianza que nos proporciona la experiencia de veintiséis siglos de exis-
tencia de la matematica como ciencia. No es poco, ciertamente, pero esta
situacion coloca al matematico mas cercano al caracter empirico de todos
los otros cientificos.

Viene bien percatarse de las limitaciones inherentes al pensamiento
matematico a fin de contrarrestar las posibles aberraciones de una co-
rriente hacia la exagerada matematizacion de nuestra cultura, La matema-
tica es muy poderosa y muy Gtil en nuestro intento de obtener un cierto
dominio de algunos aspectos de la naturaleza, pero conviene no olvidar
que el ser humano es mucho més profundo que la més potente de las
estructuras matematicas que pueda imaginar.

Facil de entender, dificil de resolver

CUANDO uno trata de imaginarse en
qué podran consistir los grandes problemas que se resisten a los esfuerzos
de la comunidad matematica actual, con sus veintiséis siglos de intenso y
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profundo desarrollo, parece obligado pensar en cuestiones enormemente
intrincadas e incomprensibles para quien no se encuentre metido hasta
los tuétanos en las técnicas mas elaboradas de las ramas de maxima actua-
lidad. Nada mas lejos de la realidad. Existen preguntas a ras del suelo, que
todo el mundo puede entender sin preparacion alguna, y que despues de
muchos afios, en algunos casos siglos, de trabajo concienzudo de un buen
nimero de los matematicos mas capaces, aln no se sabe contestar. He
aqui unas pocas de ellas:

La tira de sellos. Se tiene una tira longitudinal de sellos. ¢De cuantas
formas diferentes se pueden doblar en un paquete de un sello en el
frente?

Tbos tangentes. ¢ Cuantos tubos iguales con forma de cilindro infinito
de radio igual a un metro se pueden colocar en el espacio de modo que
cada uno sea tangente a todos los otros? ¢Se pueden colocar 77 ¢Es 7 el
nlmero maximo?

Cruces de caminos. Se dan puntos en el plano. Cada uno se une a todos
los demas por curvas continuas. {Cual es el menor nimero X de inter-
secciones de estas curvas? Se sabe que X, =0, X, =0, X = 1. Se conjetura
que X = 3, aunque nadie lo ha podido demostrar atin. Para un n mis
grande, ya no se sabe nada.

La conjetura de Fermat. Este problema fue considerado por vez prime-
ra por Pierre de Fermat, que fue jurista en el Parlamento de Toulouse al
tiempo que logrd convertirse, por pura aficion, en uno de los mas grandes
matematicos del siglo XVIL. Al margen de una traduccion al latin de un
libro del matematico griego Diofanto, del siglo II, lo propuso de este
modo: «§i n es un nimero natural mayor que 2, no existe ningimn trio de
nimeros naturales x, y, z, tales que x* + y* = z% He encontrado una
maravillosa demostracion de este teorema, pero este margen es demasia-
do estrecho para incluitla.

La demostracion de Fermat no aparecié por ninguna parte. Al fin,
este mismo afio 1993, después de mas de tres siglos de intenso trabajo de
muchos matematicos, Andrew Wiles ha podido encontrar lo que los ex-
pertos en el tema piensan que es una demostracion de lo que ahora puede
llamarse el teorema de Fermat-Wiles. Lo que resulta claro es que lo que
Fermat pudo tener en la cabeza al enunciar su teorema en modo alguno
se pareci6 a las complicadas ideas que estan presente en la actual demos-
tracion del teorema.



Conjetura de Goldbach. Christian Goldbach, un médico amigo de Eu-
ler, el gran matematico del siglo XVIII, tenia una gran aficién a observar
los nimeros. Observ que parece que cualquier niimero par mayor que 2
es suma de dos niimeros primos. Asi 6=343,8=5+3,10=7+3,12=
7+514=11+3,16=13+3,18 =13 +5,20=13 +7,... Algunos pares
son representables de varias formas diferentes como suma de dos primos.
La conjetura de Goldbach, todo nitmero par mayor que 2 se puede representar
como suma de dos nimeros primos, sigue desde entonces siendo una mera
conjetura sin auténtica demostracion, por mas que los ordenadores la
hayan corroborado experimentalmente hasta nimeros de un inmenso
orden de magnitud.

Podria alguno pensar que tales problemas resultan totalmente super-
ficiales e irrelevantes con respecto a las grandes cuestiones de la fisica,
biologia, tecnologia,... Como si fueran meros caprichos o juguetes de
matematicos ociosos que solo pueden interesar a los miembros de este
extrafio club. Y sin embargo no serfa dificil llenar todo un tratado mos-
trando como la solucion de cuestiones aparentemente tan «irrelevantes»
como las sefialadas han proporcionado y siguen proporcionando claves
decisivas en la solucion de muchos problemas importantes de las otras
clencias y de la tecnologia.

La ensefianza de la matematica,
un reto para nuestra sociedad

EN 1917, en una importante conferen-
cia Sobre el bien del gran matematico y filosofo Alfred North Whitehead,
aparecia la siguiente afirmacion: «Si la civilizacion continfia avanzando,
en los proximos dos mil afos la novedad predominante en el pensamien-
to humano ser4 el sefiorio de la inteleccion matematica». Todos los indi-
cadores del sentido del desarrollo de la cultura en el tiempo transcurrido
desde entonces corroboran las palabras de Whitehead. La civilizacion
humana, para bien o para mal, sigue un ritmo intensamente creciente de
matematizacion.

Ante esta realidad es clara la responsabilidad de nuestra sociedad
frente a la tarea de proporcionar a nuestros alumnos mas jovenes una
efectiva y equitativa oportunidad de acceso a esta posibilidad de dominio
sobre nuestro entorno fisico y mental que constituye la capacitacién para
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la matematica. ¢Ejercemos correctamente esta responsabilidad? Clara-
mente no del todo. La educacion matematica, no ya a nivel nacional, sino
a escala global, es una fuente de sufrimientos, frustraciones y desequili-
brios, en forma de fracasos escolares que vienen a afectar mas profunda-
mente a aquellos individuos y grupos sociales que parten de una situacion
de desventaja econdmica y cultural,

La educacién matematica es un importante problema que alin esta
por resolver y al que internacionalmente se estd dedicando una fuerte
atenci6én. Los modelos adecuados a nuestra época para la transmision de
las actitudes, capacitaciones y conocimientos propios del espiritu mate-
matico estan atin por encontrar. La educacién matematica esti en perio-
do de transformacion, después de haber experimentado una fuerte con-
mocidn, con resultados nada satisfactorios, con la reforma hacia la llama-
da «matematica moderna»,

La investigacion en Educacion Matematica realizada con seriedad y
profundidad mediante la colaboracion intensa de matematicos, psicolo-
gos e investigadores de los diversos aspectos de la educacion durante los
tltimos 40 afios va produciendo frutos apreciables. Hoy dia parecen co-
nocerse mejor algunos de los resortes que intervienen mas activamente en
el problema y se estin gestando métodos que puedan contribuir mas
eficazmente a su resolucion. Se puede decir que el rasgo coman de tales
métodos consiste en tratar de contagiar activamente al estudiante con el
espititu mismo que anima al matematico que se enfrente ante la situaciéon
que desea dominar a través del peculiar modo de conceptualizacion que
es la matematica. La ensefianza mediante el descubrimiento guiado por el
maestro, la ensefianza a través de la resolucion de problemas, que ponen
el énfasis en los procesos de pensamiento, constituyen las formas mas
recomendadas hoy dia para la transferencia de actitudes incluso en los
niveles mas elementales.

La gran dificultad para poner en prictica un método de ensefianza
que implica los procesos de pensamiento y las actitudes profundas mas
bien que los contenidos estriba en la necesidad previa de que los mismos
maestros y profesores estén imbuidos con tales actitudes y dominen esos
procesos a fin de ser capaces de actuar con el firme convencimiento de
que esto es lo mas valioso que pueden transmitir a sus alumnos. La reali-
dad es que una gran parte de los ensefiantes de matematicas no saben
bien qué es hacer matematicas, y esto sucede incluso entre aquellos que
conocen decentemente los contenidos de la matematica. El proceso



aprendizaje-ensefianza es mucho mas profundo que la mera transmision
de un contenido del conocimiento.

El educador matematico ideal deberia conocer bien, por supuesto, la
materia con la que se ha de ocupar, la cual no tiene por qué ser la que a él
le han ensefiado, ni en sus estudios elementales ni en los superiores. Por
otra parte debe conocer a fondo a la persona que tiene delante, con toda
su diferenciacion individual. Ademas tendria que estar familiarizado con
los modos que se revelan como mas eficaces en este proceso, lo cual, si se
quiere hacer con un minimo de responsabilidad y conocimiento, no se
improvisa en dos dias. En este respecto constituye un peligroso espejismo
pensar que para saber ensefiar matematicas basta con sabérselas bien. Los
estudiantes que salen de nuestros centros superiores terminan con graves
deficiencias en este respecto. Generalmente el modo de ensefianza que
sus profesores utilizan es, por muy diversos motivos que van desde la
masificacion de los alumnos a la propia impreparacion de los profesores
universitarios para ensefiar correctamente, el contraejemplo a evitar para
otros niveles de ensefianza. Cualquier transformacién de la ensefanza
matematica que pretenda ser eficaz en cualquier nivel requiere necesaria-
mente una reforma profunda y efectiva de los propios educadores.

La corriente actualmente propugnada internacionalmente por los es-
pecialistas de mayor prestigio en educacién matematica consiste en pro-
ponerse como objetivo fundamental tratar de involucrar al alumno en el
quehacer matematico mismo tal como se cultiva por la comunidad mate-
matica, siempre adaptando esta actividad al nivel de desarrollo psicolégi-
co e intelectual de los estudiantes.

La ripida evolucion de la matematica, por razén de su progreso inter-
no y del posible aprovechamiento del desarrollo tecnologico, aconseja
que el énfasis que en otros tiempos se ha colocado sobre los contenidos,
se desplace para subrayar los procesos propios del pensamiento matemdiico, lo
cual es practicable a todos los niveles de la ensefianza.
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